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Работа посвящена методам решения задач двухфазного течения жидкости в пластах 
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закон Дарси нарушается и используется нелинейный закон Форхгеймера. Предложе-

ны методы для решения задач двухфазного течения в пористых средах с нелинейным 

законом фильтрации, основанные на методах декомпозиции. Расчеты проведены на 

гетерогенных вычислительных системах. 
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1. Введение 

Исследование процессов разработки месторождений углеводородного сырья с использова-

нием математических моделей течений многофазной жидкости в пористых средах является ак-

туальной задачей. Математические модели таких процессов представляют собой системы свя-

занных нелинейных нестационарных уравнений с частными производными [1, 2]. Важным со-

отношением в этих уравнениях является закон фильтрации – связь между скоростью фильтра-

ции и давлением. Большинство фильтрационных течений описывается законом фильтрации 

Дарси, который выражает линейную зависимость между скоростью и градиентом давления. 

Проверке и исследованию пределов применимости закона Дарси посвящено значительное чис-

ло работ. В процессе этих исследований показано, что существует две основные причины от-

клонения от закона Дарси: отклонения, связанные с проявлением инерционных сил при высо-

ких скоростях фильтрации (верхняя граница применимости закона Дарси); отклонения при дос-

таточно малых скоростях фильтрации, вызванные проявлением неньютоновских реологических 

свойств жидкости, ее взаимодействием с твердым скелетом пористой среды (нижняя граница 

применимости закона Дарси). В данной работе рассмотрен первый случай, связанный с прояв-

лением инерционных сил. Поставленная задача решалась методами декомпозиции на гетеро-

генных вычислительных системах. 

2. Постановка задачи двухфазной фильтрации с нелинейным законом 

Будем считать пласт D  напорным, ограниченным. Фильтрационное течение, в случае на-

рушения закона Дарси, подчиняется нелинейному закону Форхгеймера [3]: 

 pBqA grad))/(1(α  q , 

где },{ wo  - индекс, соответствующий нефти или воде,   KA /1 , 

  /)( fkSKK  - фазовые проницаемости, )(  Sff  - относительные фазовые про-

ницаемости, k  – абсолютная проницаемость,   - динамические вязкости фаз, q  - модуль 

вектора скорости фильтрации αq , B  - константа пористой среды. Для области решения D  вве-

дем следующие обозначения: )(
1

0 l
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l
DDD


 ,  ji DD , ji  , llDD 0 , где 0D  - вне-

скважинная область, lD  - прискважинные подобласти. Требуется определить поле давления p  

и поле насыщенности wS  из системы уравнений 

 0)(div wo  qq , (1) 
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при граничных условиях 

  pp  на 1 , (5) 

 nwo qnpKK  /)(  на 2 , (6) 

 lV Pp
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| , Nl ,...,1 , (7) 
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 ww SS  на 3 , 
lww SS  , Ml ,...,1 , (8) 

и начальных условиях 

 0
ww SS   в D , (9) 

где  21  - внешняя граничная поверхность области D , 3  - часть поверхности  , через 

которую жидкость поступает в пласт, kV  - поверхность интервала вскрытия l-ой скважины, lP  

- заданное давление на l-ой скважине, p  - заданное давление на границе 1 , 

  crll qDxG ReRe|    - области выполнения нелинейного закона фильтрации, nq  - 

заданное значение нормальной составляющей скорости фильтрации на границе 2 , N  - число 

скважин, M – число нагнетающих скважин ( NM  ), 
lwS  - заданная насыщенность в нагнета-

тельной скважине. Границы областей lG  заранее неизвестны и должны определяться в про-

цессе решения. В постановке задачи ll DG  . Если область выполнения нелинейного закона 

lG  выходит за прискважинную подобласть, то она может быть расширена вплоть до их общих 

границ. Задачу будем решать численно с заданной погрешностью   на сетке, сгущающейся к 

интервалам вскрытия скважин. 

Пласт D  представляется многосвязной областью, внутренние поверхности которой опре-

делены поверхностями скважин в интервалах вскрытия пласта. 

3. Алгоритмы решения задачи 

На каждом временном шаге решаются системы уравнений по определению поля давления 

p , и поля насыщенности wS . Решение нелинейной задачи (1)-(3) с граничными условиями (5)-

(7) по определению поля давления сведем к итерационному решению линейных задач. На пер-

вой итерации функция 1p  определяется из решения системы 

 0)(div wo  qq  в D ,   

 
1
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с условиями (5)-(7). Далее модуль вектора скорости фильтрации 
1
q  на каждом элементе вы-

числяется по формуле 

|gradK| 11 pq   . 

Подобласти ll DG 
1

 определяются теми элементами, на которых выполнено условие 

crq Re)Re( 1  . Пусть известны функции ip , 
iq  и подобласти 

i
lG  . Функция 1ip  определя-

ется из решения уравнения: 
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
i
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cr
iq Re)Re( 1 
 . Система уравнений (1)-(3) с условиями (5)-(7) считается решенной, если сис-

тема (10) с условиями (5)-(7) решена с заданной погрешностью   и i
l

i
l GG 

 1 . 

Решение системы уравнений (4), (8)-(9) по определению поля насыщенности wS  находится 

численно. Аппроксимация системы проводится методом контрольных объемов с неявной схе-

мой по времени “вверх по потоку”. 

При решении задачи двухфазной фильтрации жидкости без учета высоких скоростей 

фильтрации в [4] использовались два различных метода декомпозиции. Метод декомпозиции 

области по давлению основан на независимом решении систем алгебраических уравнений для 

сгущающихся участков сетки в подобластях и новом типе согласования этих решений с реше-

нием на последовательности более грубых сеток. Новый тип согласования заключается в пред-

ставлении решения в подобластях сгущения сетки в виде суммы двух решений. Для учета вы-

соких скоростей фильтрации в предложенном методе декомпозиции каждую систему для сгу-

щающихся участков сетки необходимо решать по алгоритму, описанному выше. Для решения 

уравнения по насыщенности создан новый метод декомпозиции области, основанный на соче-

тании элементов явной и неявной схем. Декомпозиция явных схем не представляет трудностей, 

но при измельчении размера ячеек требуется маленький шаг по времени, что приводит к боль-

шим вычислительным затратам. Декомпозиция неявных схем требует использования предик-

тор-корректор процедуры. В предлагаемом методе на каждом временном шаге сеточные урав-

нения по насыщенности для сгущающихся участков решаются независимо по неявной схеме. 

Согласование полученных решений с решением на грубой сетке достигается за счет сочетания 

элементов явной и неявной схем в определении насыщенности для ячеек, окружающих сгу-

щающиеся участки, без использования предиктор-корректор процедуры. 

4. Численные эксперименты 

Предложенные алгоритмы тестировались при решении модельной трехмерной задачи 

двухфазной фильтрации жидкостей с различным числом вертикальных добывающих и нагне-

тающих скважин. Рассматривался десятислойный пласт (≈1км1км0,018км) с толщинами 

слоев d1 = 1 м, d2 = 1 м, d3 = 3 м, d4 = 1 м, d5 = 1 м, d6 = 1 м, d7 = 2 м, d8 = 1 м, d9 = 2 м, d10 = 5 м и 

абсолютными проницаемостями k1 = 10
-3

 дарси, k2 = 10
-2

 дарси, k3 = 25×10
-3

 дарси, k4 = 10
-2

  дар-

си, k5 = 10
-3

 дарси, k6 = 10
-2

 дарси, k7 = 5×10
-2

 дарси, k8 = 10
-2

 дарси, k9 = 10
-3

 дарси, k10 = 15×10
-3

 

дарси соответственно. Кровля пласта считалась непроницаемой, на боковых поверхностях и 

подошве пласта задавалось давление P = 125 атм, на скважинах Pк= 30 атм, на боковой по-

верхности насыщенность 0wS , на подошве 1wS . Начальная насыщенность 0wS . Дина-

мическая вязкость воды - смПа1 w , динамическая вязкость нефти - смПа15 o , плот-

ность нефти 3г/см882.0o , плотность воды 3г/см1w . Относительные фазовые проницае-

мости брались линейными функциями от насыщенностей. Каждый интервал вскрытия модели-

ровался круговым цилиндром с радиусом основания r =0,1 м и замыкался сверху и снизу сфе-
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рическими поверхностями радиуса r =0,1 м. Таким образом, для каждой точки поверхности ин-

тервалов вскрытия вектор нормали определен однозначно. 

Из-за отсутствия экспериментальных данных значения константы B  выбирались из усло-

вия близости модулей скоростей фильтрации q , вычисленных с использованием законов Дар-

си и закона Форхгеймера в области перехода от линейного закона к нелинейному. Для вычис-

ления чисел Рейнольдса использовалась формула Ф.И. Котяхова, Г.Ф. Требина [3] 

)/(24)Re( 5,1  mqq , 

где  gk  / ,   - коэффициент вязкости,   - плотность жидкости, g  - ускорение свобод-

ного падения, m  - пористость. Для различных пористых сред crRe  согласно [3] лежит в преде-

лах 0,0085 – 3,4. 

Рассматривалось два типа решений: решение системы без декомпозиции области и реше-

ние с декомпозицией области. Как ранее отмечалось, коэффициент B  выбирался таким обра-

зом, чтобы скорости, вычисленные с использованием законов Дарси и Форхгеймера, были 

близки на границе перехода от линейного закона к нелинейному. Численные эксперименты 

проводились в случаях, когда эти скорости отличались на 1%, 0,1%, 0,01%. Для каждого из 

этих случаев в табл. 1 приведены значения коэффициента B , при которых проводилось чис-

ленное тестирование. 

Таблица 1. Значения коэффициента B . 

 q (%) 
crRe =0.3 crRe =0.01 

1% 51007,2   41022,6   

0,1% 61005,2   51017,6   

0,01% 71005,2   61016,6   

В табл. 2 приведено время решения задач с различным числом скважин методами без де-

композиции и с декомпозицией с числом Рейнольдса crRe = 0,3. Результаты решения показали 

превосходство во времени скорости решения методов декомпозиции по сравнению с методами 

без декомпозиции. 

Таблица 2. Время решения задачи без декомпозиции и с декомпозицией. 

Число сгу-

щающихся участ-

ков сетки 

Число узлов Время решения  

без декомпозиции 

Время решения с 

декомпозицией 

1 11744 7 мин 6 мин 

50 365524 301 мин 147 мин 

100 726721 722 мин 523 мин 

Предложенные алгоритмы тестировались на кластере, состоящем из двух 4-ядерных вы-

числительных узлов с процессорами Intel Core i7 2600, и оборудованным графическими уско-

рителями компании NVidia GTX 560 TI, при решении модельной трехмерной задачи двухфаз-

ной фильтрации жидкости с вертикальными добывающими и нагнетающими скважинами. Ка-

ждая прискважинная зона содержала около 25000 узлов, внескважинная зона около 6000 узлов. 

Общее число узлов для 200 сгущающихся участков достигало 5∙10
6
. Системы линейных урав-

нений для определения поля давления решались методом сопряженных градиентов [5] с поли-

номиальным предобуславливанием. Системы нелинейных уравнений для определения поля на-

сыщенности прискважинной зоны решались по неявной схеме методом Ньютона [6]. Алгорит-

мы распараллелены с помощью MPI процессов, OpenMP и CUDA технологий. Использовался 

язык С++ и среда разработки приложений Visual Studio 2008. Распараллеливание на процессо-

ры проводилось с помощью библиотеки MPICH2 для windows 7. При решении на GPU устрой-

ствах использовались алгоритмы стандартной библиотеки CUBLAS, а также собственные алго-

ритмы для построения систем уравнений на GPU устройствах. При решении задачи для каждо-

го MPI процесса выделяется равное число сгущающихся участков сетки. Для решения задач на 

сгущающихся участках, соответствующих одному MPI процессу, порождаются потоки с помо-
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щью технологии OpenMP, которые распределяют эти задачи на ядра процессора и на графиче-

ские устройства. При этом задачи распределяются динамически, то есть по мере их решения. 

Задача решалась на двух вычислительных узлах с общим числом ядер 8(4 ядра на узел) и 2-мя 

GPU ускорителями. Задачи запускались в режиме один MPI процесс на один узел, каждому 

MPI процессу соответствовало одно GPU устройство. Рассматривались следующие варианты 

запуска задач: 

1. На всех доступных ядрах с использованием одного MPI процесса и без использования 

GPU ускорителей. 

2. На двух ядрах с использованием двух MPI процессов и двух GPU устройств. В этом слу-

чае каждому MPI процессу соответствовало одно GPU устройство и одно ядро. 

3. На всех доступных ядрах с использованием MPI процессов и GPU устройств. В этом 

случае использовались все доступные ресурсы кластера(2 GPU устройства и 8 ядер). 

В табл. 3 - 5 приведены результаты решения. Введено условное обозначение 

"MPI/OpenMP/GPU", которое обозначает количество используемых "процес-

сов/нитей/ускорителей". Сравнение проводилось с решением задачи на одном ядре без ис-

пользования GPU устройств. 

Таблица 3. Вариант 1. 

Количество ядер 1("1/1/0") 2("1/2/0") 3("1/3/0") 4("1/4/0") 

Ускорение 1 1,7 2,1 2,9 

Таблица 4. Вариант 2. 

Количество GPU устройств 1("1/1/1") 2("2/2/2") 

Ускорение 17,3 30,1 

Таблица 5. Вариант 3. 

Количество GPU устройств 1("2/8/1") 2("2/8/2") 

Ускорение 20,2 36,3 

В табл. 3 показано ускорение времени решения задачи, при использовании ядер только од-

ного вычислительного узла. Эффективность работы варианта 1 при использовании нитей дос-

тигает 72%. Эффективность работы варианта 2 при использовании GPU устройств рассчитыва-

ется из табл. 4 и достигает 80%. 

5. Заключение 

Построены алгоритмы для решения задачи двухфазной фильтрации жидкости на сетках со 

сгущающимися участками, основанные на методах декомпозиции. В случае высоких скоростей 

фильтрации (числа Рейнольдса больше критического значения) применялся нелинейный закон 

Форхгеймера. На основе предложенных методов декомпозиции построены алгоритмы для ре-

шения задачи на гетерогенных вычислительных системах. Показана высокая эффективность 

использования многопроцессорных систем, построенных на базе графических процессоров. 
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The work is devoted to methods of solving two-phase fluid flow problems in reservoirs. It 

is assumed that in domain with high rates of filtration Darcy's law is violated and used a 

non-linear law. The methods for solving two-phase flow problems in porous media with a 

nonlinear filtration law based on decomposition methods. The proposed methods are im-

plemented on heterogeneous computing systems. 
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